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MATHEMATICS 
RESUME DE QUELQUES PROPRIETES DES FONCTIONS 
DE LEGENDRE GENERALISEES, 
PAR 
L. KUIPERS ET LOUIS ROBIN 
(Communicated by Prof. J. F. KoKSMA at the meeting of September 26, 1959) 
Si pkm,n (x) est la fonction associee de Legendre generalisee de premiere 
espece, definie par KUIPERS et MEULENBELD [1) 1), [2), p. 560 et si 
Pk<m.n) (x) represente le polynome de Jacobi, on a, selon KuiPERS [3] 2), 
la relation suivante. 
(1) pk(m,n>(x) = (-l)m 2m (k~~~~}! (1 +x)-(n/2) (1-x)-(m/2) ~+~m+nl/2 (x), 
ou xest une variable reelle avec -1 <x< 1 et ou k, m, k-mtn, n= 0, 1, 2, .... 
La fonction pkm,n (x) est evidemment, dans ces conditions, une fonction 
algebrique. 
Utilisant 1es relations connues verifiees par les polynomes de Jacobi, 
nons pouvons en deduire, a l'aide de (1), une multitude de relations 
relatives aux fonctions associees de Legendre generalisees. Nons nons 
limitons a quelques formules rapportees dans [4], d'ou nons deduisons 
(nons omettons les calculs) les formules suivantes que nons faisons rentrer 
dans des sections convenablement choisies. Les conditions ci-dessus, 
relatives a k, m et n sont supposees verifiees jusqu' aux trois remarques 
finales non comprises. 
Nons posons pour abreger 
(X= k + mtn, (3 = k _ m;n, y = lc + m;n, b = k _ mtn. 
I. Orthogonalite. 
Utilisant les proprietes d'orthogonalite des polynomes de Jacobi, nons 
obtenons 
(2) 
et 
(3) 
1 f pkm,n(x) Pzm,n(x) dx = 0 
-1 
(lc =I= l). 
Une demonstration un peu longue, mais directe des relations (2) et (3) 
a ete donnee par KUIPERS dans [ 1]. 
1 ) Au second membre de la formule (6}, p. 25, ajouter le facteur (-1)m. 
2 ) P. 149, ajouter de meme le facteur (-1 )m au second membre de (4). 
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II. Formule de recurrence. 
Par application de [4] 10.8(11) nous obtenons 
(4) ~ 4k({:J+ 1) (b+ 1)Prf1 (x) = (2k+ 1) [4k(k+ 1)x+m2-n2]P~cm,n(x)-? -41Xy(k+ 1) Pr.:'1(x), 
formule deja donnee par KuiPERS (voir [1], 3, formule (16)). 
III. Theoremes de limites. 
De [4], 10.8(3), il resulte 
(5) 1. (1- )-(m/2)pm,n( )=(-1)"'2-m+Cn/2lody! liD X k X 'P' .. , 
.,_1 m . . u. 
En outre, nous avons la relation 
(6) 
qui resulte de [4], 10.8(13) (et aussi d'une formule plus generale, demontree 
par MEULENBELD, voir [2], (10)). 
A l'aide de (5) et (6) nous trouvons 
(7) lim ( 1 + x)-(n/2) P~c"'·"(x) = .;,..( -...,.,...:l)_P IX=! 
12:-+-l 2"'/2n! c5!' 
OU, en ecrivant X= COS(), 
( ) l . -n Bp m "( ()) _ (-l)PIX! 8 liD COS -2 k • COS - 2(m-n)/2 1 c5t' 8->n n . . 
De plus, nous avons 
(9) lim [k-m pkm,n(cos xjk)] = ( -1)m 2<n-m>I2 J m(x), 
k-+oo 
ou J m (x) est la fonction de Bessel de premiere espece. La formule (9) 
se deduit de [4], 10.8(41). 
IV. Formule de Rodrigues. 
En raison de [4], 10.8(10), nous avons 
(10) 
d'ou suit !'expression explicite 
~ (- 2)Y ({:Jij£XI) Pkm,n(x) = 
( 11) ? = I'~ ( _ 1 )~' {;) (c5 ~ ,J ( 1- x)k- Cn/2)-p (1 + x)<nl2l+l•. 
(11) permet de demontrer facilement la formule (6) ci-dessus. 
Une consequence de (10) est (-1..;;x..;;1) 
l (1X + 1) b j (1 + y)n/2 (1- y)m/2 pkm,n(y) dy = _ pkm+l,n+l(O) -L (12) Q I + ( 1 + x)(n+l)/2 (1- x)(m+l)/2 pkm+l,n+l(x). 
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V. Equation differentielle. 
La fonction pkm,n (x) satisfait a l'equation 
(13) (1-x2)y" -2xy' + {k(k+ 1)- 2(;-~x)- 2(t~x)} '!J = 0, 
qui resulte de [4], 10.8(14). 
VI. Expression de la derivee. 
En partant de [4], 10.8(15), on obtient 
(14) 
VII. Fonctions hypergeometriques. 
[4], 10.8(16) a comme consequence 
\
pkm,n(x) = (-l~~~m~ 1 (1+x)n/2(1-x)m/2F( -o,~X+1;n+1; 1 ~x) 
, = (-l)m 2-Y~!y! (1 +x)k-(m/2)(1-x)m/2F(- o y·m+ 1·x-l) I m!{3!r'3! ' ' 'x+I. 
= (-l)Y2-Y~! (1 +x)n/2 (1-x)k-(n/2) F(- o -y· n+ 1· x+I), 
n!r'3! ' ' 'x-1 
(15) 
et, a l'aide de la troisieme expression de (15), on trouve l!:!::.... [(1 +x)-(n/2) (1-x)-(m/2) pkm,n(x)] = (16) dxl' 
= ( -1 )"' ( 1 + x)-(n+l')/2 ( 1-x)-<m+l')/2 pkm+!J,n+l'(x) (,u = 1, 2, ... ' o). 
VIII. Fonction generatrice. 
Si R=(1-2xz+z2)!, jzj<1 avec R=1 pour z=O, on a 
j ( -1)m 2n R-1(1-z+R~m (1 +z+R)-n (1 +x)n/2 (1-x)m/2 = 
(17) = 2 ({J!j~X!) pkm,n(x)z6 (voir [4], 10.8 (29)). 
k=<m+nl/2 
IX. Representation au moyen d'une integrale. 
De (10) nous deduisons la formule 
(18) p m,n(x) = ~!(l+x)-~n/2)(1-x)-(m/2) J (t2-l)~(t+1)n(t-1)m._d_!__ 
k n~2Y+1(3! t-x · t-x' 
(a:+> 
ou xi= ± 1 et ou le contour d'integration tourne une fois au tour du point 
x dans la direction positive. 
X. Fonctions de seconde espece. 
L'equation differentielle (13), avec z au lieu de x, est satisfaite par une 
seconde solution, Qkm,n (z), qui s'ecrit 
(19) (2k+I}! l Qkm,n(z) = ( -l)m 211 ~X!y! (z+ 1)n/2 (z-l)-k-(n/2)-1 
· F(x+1,{J+1;2k+2; 1 ~z) 
ou arg (z-1) et arg (z+ 1) ont leur valeur principale (voir [5], (8), p. 446). 
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Par comparaison de (19) avec [4], 10.8(18), on obtient la relation 
remarquable 
(20) Q (m,n) _ (-2)m(k+n)! Q .. m.n(z) k (z)- (k+m+n)! (z+I)ni2(z-I)mi2 
ou Qk<m,n) (z) est la fonction de Jacobi de seconde espece, et ou z est 
situe dans le plan complexe hors du segment ( -1, + 1). Nous observons 
la conformite des formu]es (1) et (20). A l'aide des transformations de la 
serie hypergeometrique qui figure dans (19) et avec la methode de prolonge-
ment analytique il est possible de transformer !'expression (20) de 
Qkm,n (z) et d'etendre les regions de validite des parametres et de trouver 
plusieurs relations valables dans les regions en question. 
Par exemple, on peut montrer, au moyen de (20) et [4], 10.8(21), que 
(21) imQkm,n(x+i · 0)- ( -i)mQkm,n(x-i · 0) = -inPkm,n(x) ( -· 1 <X< 1), 
formule deja trouvee par MEULENBELD ([2], (7)). 
En outre, pour -1 <x< 1, compte tenu de la definition [4], 10.8(22) et 
utilisant la definition [2], (2), nous voyons que 
(22) Q (m,n)( ). _ 2m(k+n)! Q .. m,n(x) k X - (k+m+n)! (I+x)ni2(1-x)mi2' 
formule analogue ala formule (1) ci-dessus, mis a part le facteur ( -l)m. 
Les valeurs de differents Wronskiens peuvent etre calculees au moyen de 
(1) et (22). Par exemple 
pkm,n(x)Qf:_:>1(x)-Jlr.:01(x)Qkm,n(x) = 2n-mk(y-IJ:~7-l)!' (-1<x<1). 
Remarque 1 
Les formules relatives aux fonctions de seconde espece (a partir de ( 19)) 
peuvent etre generalisees a des valeurs des trois parametres k, m et n, 
qui ne verifient plus les hypotheses restrictives relatives ala formule (1). 
Voir a ce sujet [5] et [2]. 
Remarque 2 
Toutes les formules ecrites sont en particulier, valables pour m=n, 
auquel cas les fonctions de Legendre generalisees se reduisent aux fonctions 
associees de LEGENDRE [6]. Les polynomes de Jacobi se reduisent alors 
aux polynomes de Gegenbauer Ckm+i (x), ([6], t. III, debut du chap. X) 
et on a 
(23) pk(m,m>(x)= 2m (2m-1)!! (~::)!! ckm+l(x), (2m-1)!! = 1· 3 ... (2m-1), 
(24) l (l-x2)-(m/2) Ckm+ (x) = ( -1)m (2m-I)!! Pf:+m(x). 
De meme les fonctions de Jacobi de seconde espece deviennent des fonctions 
de Gegenbauer de seconde espece, Dkm+l (x), ([6], li. III, chap. X, 
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pp. 187-188). On a 
(25) 
(26) 
Entre les deux relations (23) et (25), existe la meme difference du facteur 
( -l)m qu'entre (1) et (22). 
Remarque 3. 
Supposons maintenant k, m et n quelconques. pkm,n (x) est representee 
par la formule [1], (4). En outre la troisieme formule de transformation 
d'Euler nous permet d'ecrire 
1 (l+x)n/2 ( 1-x) 
pkm,n(x) = F(1-m) (1-x)mi2F {3+1, -y; 1-m;-2-
- 2"(1+x)-(n/2) (1-x)-(m/2) ( . , 1-x) 
- F(l-m) F -IX, b+ 1, 1-m, - 2- . 
II existe alors deux cas plus generaux que celui considere jusqu'a la 
remarque 1 [hypotheses faites sur k, m et n au sujet de la formule (1)], 
dans lesquels les fonctions Pkm,n se rattachent encore etroitement aux 
polynomes de Jacobi, l'une des deux fonctions F ci-dessus se reduisant 
a un polynome. 
le IX entier, positif ou nul. [4] 10.8(16) nous donne, 
P <-m, -nl(x) = F(,8+ 1) F(-IX b+ I· 1-m: 1-x) 
"' a:!F(1-m) ' ' · 2 ' 
alors 
(27) 
A !'hypothese faite sur IX il y a lieu d'ajouter les deux conditions, 
R(m), R(n) < 1, afin que la fonction de poids (1 +x)-n(1-x)-m, relative 
aux polymomes Pk<-m.-nl, soit integrable sur (-1, +1). 
2e. y entier, positif ou nul. Alors, d'une fa9on analogue, nous avons 
(28) P m,n( ) - _y_! _ (1 +x)"'2 p (-m,n)( ) 
k X - F(d+1) (1-x)m/2 Y X ' 
Pour m = n, les fonctions Pkm,n se reduisent aux fonctions associees de 
Legendre de premiere espece. Dans le premier cas, les polynomes de 
Jacobi deviennent ceux de Gegenbauer. Dans le second, on obtient la 
classe particuliere, Pk<-m,m). Voir [6], tome II, pp. 181-187. Ajoutons 
qu'au moyen de (27) et de (28), on peut deduire beaucoup d'autres 
relations. 
Delft, Teohnisohe HogeBohool 
lBBY leB Moulineaux (Seine), 
Centre National d'EtudeB deB Teleoommunioatiom 
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